Lineare Algebra

Hinweis: Die komplexen Matrizen werden in Abschnitt VIL.4 behandelt.

1.1 Grundbegriffe

1.1.1 Definition einer reellen Matrix

Unter einer reellen Matrix A vom Typ (m, n) versteht man ein aus m - n reellen Zah-
len bestehendes rechteckiges Schema mit m waagerecht angeordneten Zeilen und n senk-
recht angeordneten Spalten:

ay dip ... A .- g
ay dry ... dyp ... dan
A = . .
a1 aiz e Gik gz Aig — [-te Zelle
Am1 Am2 -+« Amk -« Omp
k-te Spalte
Bezeichnungen

a;r. Matrixelement
i Zeilenindex (i = 1,2, ..., m)
k:  Spaltenindex (k = 1,2, ..., n)

Schreibweisen

A, A(m.n)-r (aik)r (al'k)(m. n)

Die m Zeilen werden auch als Zeilenvektoren (mit hochgestelltem Index), die n Spalten
auch als Spaltenvektoren (mit tiefgestelltem Index) bezeichnet .

'I' n reelle Zahlen in einer bestimmten Reihenfolge bilden einen sog. n-dimensionalen Vektor. Die Gesamtheit dieser

Vektoren bilden den Vektorraum R" (n = 2,3....).



Schreibweisen

ayk

. a)g
I —
a = (a“ ain T Clin) a; =

~—
i-ter Zeilenvektor
Amk
|

k-ter Spaltenvektor

Die Matrix A ist dann wie folgt darstellbar:

A = (al a ... an) =

am

(Zeile aus n Spaltenvektoren bzw. Spalte aus m Zeilenvektoren)

1.1.2 Spezielle Matrizen

Nullmatrix 0: Alle Elemente sind Null.

Spaltenmatrix: Matrix mit nur einer Spalte, auch Spaltenvektor genannt.
Zeilenmatrix: Matrix mit nur einer Zeile, auch Zeilenvektor genannt.
Quadratische Matrix: Matrix mit gleichvielen Zeilen und Spalten (m = n; n-reihige

Matrix, Matrix n-ter Ordnung).

Transponierte Matrix AT: Sie entsteht aus der (m, n)-Matrix A, indem man Zeilen
und Spalten miteinander vertauscht (,,Stiirzen* einer Matrix).
AT ist daher vom Typ (n, m). Es gilt stets (AT)T = A.

1.1.3 Gleichheit von Matrizen

Zwei Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) vom gleichen Typ heiBen gleich, A = B,
wenn sie in ihren entsprechenden Elementen tibereinstimmen: a;;x = b fiir alle i, k.

1.2 Spezielle quadratische Matrizen

Allgemeine Gestalt einer n-reihigen, quadratischen Matrix:

Hauptdiagonale Nebendiagonale
a) dpp ... Qdyp
dzy dyp ... dap

" :

Ay | an2 ceo. Upn



Spur einer quadratischen Matrix

Die Summe aller Hauptdiagonalelemente heiit Spur der Matrix A:

SP(A) =ay +an + ... + am

1.2.1 Diagonalmatrix

Alle auflerhalb der Hauptdiagonalen liegen- au. 0 ... 0
den Elemente verschwinden : 0 Sam ... 0
. N .
gy = 0 furalle i # £ : i \\"
0 0 ... “aun
Schreibweise: diag (a1, a2, - .., dny)

1.2.2 Einheitsmatrix

Diagonalmatrix mit 1 0 ... 0
N

0 1_... 0

di-—= + fiiralle i : :\\ ;

— Do =

Schreibweisen: E, I, (0;¢) 00 ... 1

1.2.3 Dreiecksmatrix

Alle Elemente oberhalb bzw. unterhalb der Hauptdiagonalen verschwinden :

ap 0 0 an a2 ... dia
021\6132 0 0\5122 N X
O\ ) . 0 N
: Mg ! : : ™~ ;
~ ~
Ap1  dp2 ... Qpp 0 0 cev lpp
Untere Dreiecksmatrix: Obere Dreiecksmatrix:
app, = 0 firalle { <k air =0 firalle i >k

1.2.4 Symmetrische Matrix

Alle spiegelbildlich zur Hauptdiagonalen stehenden Elemente sind paarweise gleich:

AT_: A oder g = ay filralle ik

1.2.5 Schiefsymmetrische Matrix

A — A oder g = —a; firalle ik

Die Hauptdiagonaleelemente verschwinden: a;; = 0 fiir alle i



1.2.6 Orthogonale Matrix

Al - A/

Die Zeilen- bzw. Spaltenvektoren sind zueinander orthogonal und normiert, es ist stets
det A = 1 oder detA = —1 und A - AT = A - A~! = E. Eine orthogonale Matrix
ist immer reguldr.

1.3 Rechenoperationen fiir Matrizen

1.3.1 Addition und Subtraktion von Matrizen

Zwei Matrizen vom gleichen Typ werden addiert bzw. subtrahiert, indem man ihre entspre-
chenden (d. h. gleichstelligen) Elemente addiert bzw. subtrahiert:

A+B-= (a,;k) I (bik) = (aikj:b,-k) (i: I,2,...,m; k= 1,2,...,71)

Rechenregeln

A, B, C sind Matrizen vom gleichen Typ:

Kommutativgesetz A+B=B+A
Assoziativgesetz A + (B+ C) = (A +B) + C
Transponieren (A+B)T=AT 4+ BT

1.3.2 Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar

Die Multiplikation einer Matrix mit einem reellen Skalar erfolgt, indem man jedes Matrix-
element mit dem Skalar multipliziert:

e HeBii=12.. mi-131 &

Rechenregeln
A und B sind Matrizen vom gleichen Typ, A und u reelle Skalare:
Assoziativgesetz AuA) = u(AA) = (Au)A
Distributivgesetze A+ uA =1A+ uA

A(A+B) =1A + iB
Transponieren (AA)T = 1AT



1.3.3 Multiplikation von Matrizen

A = (a;;) sei eine Matrix vom Typ (m, n). B = (b;) eine Matrix vom Typ (n, p).
Dann heilit die (m, p)-Matrix C = A - B = (¢;) mit

n
i

Cik = @i bir + ainbap + ... + Ginbak = Y aiibyk
=

das Produkt der Matrizen A und B (i = 1,2,....,m; k= 1,2,...,p).

Anmerkungen
(1) Die Produktbildung ist nur méglich, wenn die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl
von B iibereinstimmt. Der Multiplikationspunkt darf auch weggelassen werden.

(2) Das Matrixelement ¢;; des Matrizenproduktes A - B ist das Skalarprodukt aus dem
i-ten Zeilenvektor von A und dem k-ten Spaltenvektor von B (siehe Falk-Schema
weiter unten).

Falk-Schema zur Berechnung eines Matrizenproduktes C =A - B

Matrix A: Typ (m, n) k-te Spalte
Matrix B: Typ (n, p) l
|
B |
|
|
1
A A-B |
i-te Zeile >t — — — — — | — — — A/c,k
[
Skalarprodukt aus dem i-ten Zeilenvektor von A
und dem k-ten Spaltenvektor von B

Rechenregeln
Voraussetzung : Alle Rechenoperationen der /inken Seiten miissen durchfiihrbar sein.
Assoziativgesetz A(BC) = (AB)C
Distributivgesetze AB+ C)=AB + AC
(A+B)C=AC+BC
Transponieren (AB)T = BTAT

Man beachte, dal die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist.



| Beispiel

10 3 1 4 30
Wir berechnen das Matrizenproduki C = A - B mit A = und B = |1 I -1 3|
21 —4
0 -2 =3 2
1 4 3 0
B |1 1 -1 3
0 -2 =3 2
1 -2 -6 6
1o st 2 6 6 T C’AB‘(,% 17 17_5)
21 —4413 17 & -5
C=A B
|

1.4 Reguliire Matrix

Eine n-reihige, quadratische Matrix A heiBt reguldr, wenn ihre Determinante einen von
Null verschiedenen Wert besitzt: det A # 0. Thr Rang ist dann Rg (A) = n.
Ist det A = 0, so heit A singuldr. Es ist dann Rg (A) < n.

| Beispiele

L 25 1 25
A=|-1 3 2 = detA=|—-1 3 2|=33#0 = A ist reguldr
0 1 8 01 8
b3 1 =5 o
B*(_3 15) =5 deth‘_3 151_0 = B st singuldr
]

1.5 Inverse Matrix

1.5.1 Definition einer inversen Matrix

Die reguldren Matrizen (und nur diese) lassen sich umkehren, d.h. zu jeder reguldren
Matrix A gibt es genau eine inverse Matrix A ~! mit

A A ' A A-E

Eine quadratische Matrix A ist demnach genau dann invertierbar, wenn det A # 0 und
somit Rg (A) = n ist.
Weitere Bezeichnungen fiir A ~': Kehrmatrix, Umkehrmatrix oder Inverse von A.



1.5.2 Berechnung einer inversen Matrix

1.5.2.1 Berechnung der inversen Matrix A~! unter Verwendung
von Unterdeterminanten

{ Ry Amp o Ay,
1 Ap A ... Apz
L
— det A 0
e ; A
Aln A2n Ann

Aix:  Algebraisches Komplement (Adjunkte) von a;; in det A (A = (— 1)iF% . Dy)

Dir: (n — 1)-reihige Unterdeterminante von det A (in det A wird die i-te Zeile und
k-te Spalte gestrichen)

1.5.2.2 Berechnung der inversen Matrix A~! nach dem GauBschen Algorithmus
(GauB-Jordan-Verfahren)

Man bildet zunichst aus den r-reihigen Matrizen A und E (Einheitsmatrix) die Matrix

i s gy 1 0O 0
drr Q» ... dip 0 1 0
aim= |2~ s
Aot @iz oon  luyn 0 0 1
A E

vom Typ (n, 2n) und bringt diese dann durch elementare Zeilenumformungen (siehe hier-
zu VIL.1.6.1.3 und VIL3.4.1) auf die spezielle Form

-0 ... 0 by by ... byy

= ! bf" bfz bz e
W

- 5

Dies ist bei einer reguldren und daher umkehrbaren Matrix A stets moglich. Die Einheits-

matrix E hat jetzt den Platz der Matrix A eingenommen, die Matrix B ist die gesuchte
inverse Matrix A ~ 1.



[ ] Beispiel

1 0 2
Die 3-reihige Matrix A = (4 1 1) ist reguldr und somit invertierbar (det A = 1). Fiir ihre In-
3 2 -7

verse A~ erhalten wir (die jeweils durchgefiihrte Operation wird rechts angeschrieben; Z;: i-te Zeile):

10 2 1 00 10 2 1 0 0
AE)=[41 1]010|-42 = (01 —7|-410 =
3 2 -7 0 0 1) =327 0 2 -13 -3 0 1/ =22
N — —_——
A E

0 2 1 0 0\ -2% 1 0 0 |-9 4 -2
(o ) NPT 0) 37 = (0 10|31 13 7)(EA h
0 0 L 5 —2 1 0 0 1 5 =2 1

S—— S—

E Al

-9 4 -2
Somit gilt: A~" = 31 —13 7

1.6 Rang einer Matrix

1.6.1 Definitionen
1.6.1.1 Unterdeterminanten einer Matrix

Werden in einer Matrix A vom Typ (m,n)m — p Zeilen und n — p Spalten gestri-
chen, so heibt die Determinante der p-reihigen Restmatrix eine Unterdeterminante p-ter
Ordnung oder p-reihige Unterdeterminante von A.

1.6.1.2 Rang einer Matrix

Unter dem Rang einer Matrix A vom Typ (m, n) wird die hochste Ordnung r aller
von Null verschiedenen Unterdeterminanten von A verstanden. Symbolische Schreibwei-
se: Rg (A) = r.

1.6.1.3 Elementare Umformungen einer Matrix

Der Rang r einer Matrix A i#ndert sich nicht, wenn sie den folgenden elementaren Um-
formungen unterworfen wird:
1. Zwei Zeilen (oder Spalten) werden miteinander vertauscht.

2. Die Elemente einer Zeile (oder Spalte) werden mit einer beliebigen von Null verschiede-
nen Zahl multipliziert oder durch eine solche Zahl dividiert.

3. Zu einer Zeile (oder Spalte) wird ein beliebiges Vielfaches einer anderen Zgile (bzw.
anderen Spalte) addiert.



1.6.2 Rangbestimmung einer Matrix

1.6.2.1 Rangbestimmung einer (m, n)-Matrix A unter Verwendung
von Unterdeterminanten

Wir beschreiben das Verfahren fiir den Fall m < n. Ist jedoch m > n, so ist im folgen-
den die Zahl m durch die Zahl n zu ersetzen.

1. Der Rang r der Matrix A ist hochstens gleich m, d.h. r < m. Man berechnet
daher zunichst die m-reihigen Unterdeterminanten von A. Gibt es unter ihnen wenig-
stens eine von Null verschiedene Determinante, so ist r = m.

2. Verschwinden aber sdmtliche m-reihigen Unterdeterminanten von A, so ist r hoch-
stens gleich m — 1. Es ist dann zu priifen, ob es wenigstens eine von Null verschie-
dene (m — 1)-reihige Unterdeterminante gibt. Ist dies der Fall, so ist r = m — 1.
Anderenfalls ist r hochstens gleich m — 2. Das beschriebene Verfahren wird dann
solange fortgesetzt, bis man auf eine von Null verschiedene Unterdeterminante von A
stoBt. Die Ordnung dieser Determinante ist der gesuchte Rang der Matrix A.

u Beispiel
2.3 1 ‘
A= (() 4 2) = m=2 n=23 undsomit r < 2.

23

0 4 ‘ = 8 (in der Matrix A wurde

Es gibt eine von Null verschiedene 2-reihige Unterdeterminante, z. B. ‘

die 3. Spalte gestrichen). Die Matrix A besitzt damit den Rang r = 2.
|

1.6.2.2 Rangbestimmung einer (m, n)-Matrix A mit Hilfe elementarer Umformungen

Die (m, n)-Matrix A wird zunichst mit Hilfe elementarer Umformungen in die folgende
Trapezform gebracht b;; # 0 fir i = 1,2, ..., r):

bll bl2 blr blArJr] b1‘7'+2 bln
Y
0 “bn ... by byrs1 bary2 ... bap i
) \ ] ) ] r Zeilen
0 0 brr br.r+l br,r+2 brn
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 )
‘ : ) (m — r) Nullzeilen
0 o ... 0 0 0 ... 0 J

Der Rang von A ist dann gleich der Anzahl r der nicht-verschwindenden Zeilen:
Rg (A) = r.



[ ] Beispiel

1 3 -5 0
Wir bringen die (3,4)-Matrix A = ( 2 7 -8 7) mit Hilfe elementarer Umformungen zunichst in
-1 0 11 21

die gewiinschte Trapezform und lesen aus dieser den Rang ab:

1 3 =5 0 13 -5 0 13 -5 0
A= 27 =8 T1-2Z = |0 1 2 7 = |10 1 2 7
-1 0 11 21/ + Z 0 3 6 21)—-32Zs 0 0 0 0/ < Nullzeile

Somit gilt: Rg (A) = 2

Determinanten n-ter Ordnung (auch n-reihige Determinanten genannt) sind reelle Zahlen,
die man den n-reihigen quadratischen Matrizen aufgrund einer bestimmten Rechenvor-
schrift zuordnet.

Schreibweisen
a di2 ... dip
D. det & |A @1 4n ... O2n a;x: Elemente der Determinante
, det A, [A], |aix], (l',k:l,l...,n)
an a2 e [

2.1 Zweireihige Determinanten
Definition einer zweireihigen Determinante

Unter der Determinante einer 2-reihigen Matrix A = (a;) versteht man die reelle Zahl

a  apn

= a1 dp — appay
az axn

Berechnung einer 2-reihigen Determinante

a {\/am ¢ ——— Hauptdiagonale
= di1 d i .

- b fe bl — — — Nebendiagonale

dz; ax

Regel: Der Wert einer 2-reihigen Determinante ist gleich dem Produkt der beiden Haupt-
diagonalelemente minus dem Produkt der beiden Nebendiagonalelemente.

| Beispiel

det A = =4.8—(=3)-7=32+21=53 -

4 7
-3 8

10



2.2 Dreireihige Determinanten

Definition einer dreireihigen Determinante

Unter der Determinante einer 3-reihigen Matrix A = (a;;) versteht man die reelle Zahl

Berechnung einer 3-reihigen Determinante nach der Regel von Sarrus

Regel: Die Spalten 1 und 2 der Determinante werden nochmals rechts an die Determi-
nante gesetzt. Den Determinantenwert erhélt man dann, indem man die drei Haupt-

diagonalprodukte (——) addiert und von dieser Summe die drei Nebendiagonal-
produkte (— — —) subtrahiert.
| Beispiel
L —& 8 -2 31 =2
detA =2 0 1|=7 NOW XL
4 g o 2 ,0’\/1 2.0
ORI
7NN
+ o+ +
detA=1-0-1+(-2)-1-6+3-2-5-6-0-3-5-1-1-1-2-(=2)=17



2.3 Determinanten hoherer Ordnung

2.3.1 Unterdeterminante D,

Die aus einer n-reihigen Determinante D durch Streichen der i-ten Zeile und k-ten Spalte
hervorgehende (n — 1)-reihige Determinante heifit Unterdeterminante Dy

aizf.y | rau.k Ain
a:?z . dr .. g
”"éu. G i-te Zeile
; @51' -
kuteTs.palte'

2.3.2 Algebraisches Komplement (Adjunkte) A;z

Die GroBe Ajx = (— 1)t - D;; heiBt algebraisches Komplement oder Adjunkte des Ele-
mentes a;; in der Determinante D. Der Vorzeichenfaktor (—1)/** kann nach der
Schachbrettregel bestimmt werden:

+ = ': +

0 - _ Schachbrettregel: Der Vorzeichenfaktor von A;; steht
e im Schnittpunkt der i-ten Zeile mit
N B der k-ten Spalte.

2.3.3 Definition einer r-reihigen Determinante >/

Der Wert einer n-reihigen Determinante D = det A wird rekursiv nach der folgenden
. Entwicklungsformel“ berechnet (,, Entwicklung nach den Elementen der 1. Zeile®):

= detA = 3 g1 Ay = andn FanAp o+ araAr

Ayp:  Algebraisches Komplement (Adjunkte) von ay, in D

Prinzipiell 1iBt sich damit eine n-reihige Determinante durch wiederholte Anwendung der
Entwicklungsformel auf 3-reihige Determinanten zuriickfiihren, die nach der Regel von
Sarrus berechnet werden konnen. Dieses Verfahren erweist sich jedoch in der Praxis als
ungeeignet, da die Anzahl der dabei anfallenden 3-reihigen Determinanten mit zunehmen-
der Ordnung n der Determinante rasch ansteigt. Beispiel: Fir n = 5 sind 20, fiir
n = 6 bereits 120 3-reihige Determinanten zu berechnen! Ein praktikables Rechenverfah-
ren wird in Abschnitt VII.2.6 angegeben.

2) Fiir eine 1-reihige Matrix A = (a) wird det A = a festgesetzt.



2.4 Laplacescher Entwicklungssatz

Eine n-reihige Determinante 148t sich nach den Elementen einer beliebigen Zeile oder
Spalte entwickeln (Laplacescher Entwicklungssatz):

Aix:  Algebraisches Komplement (Adjunkte) von a;; in D (A = (= 1) . D)
Diy:  (n — 1)-reihige Unterdeterminante von D (siehe VIL.2.3.1)

[ ] Beispiel
1 2 0 -1
. , . - . 4 0 -3 2 :
Wir entwickeln die 4-reihige Determinante D = 90 0 4 nach den Elementen der 3. Zeile:
8§ 1 3 1
D = a3 Az + a3 Ay + ap Az + az Az = 943 + 4Ay
~ —~— —~~ ~—
9 0 0 4
2 0 -1 1 2 0
Ay =40 -3 2| = =21, Ay =—|4 0 =-3| =69
1 3 1 8 1 3
D =943 + 4434 = 9 - (—21) + 4 - (69) = —189 + 276 = 87

2.5 Rechenregeln fiir n-reihige Determinanten

Regel 1: Der Wert einer Determinante dndert sich nicht, wenn Zeilen und Spalten mit-
einander vertauscht werden (,,Stiirzen* einer Determinante):

Regel 2: Beim Vertauschen zweier Zeilen (oder Spalten) cindert eine Determinante ihr
Vorzeichen.

Regel 3: Werden die Elemente ciner beliebigen Zeile (oder Spalte) mit einem Skalar A
multipliziert, so multipliziert sich die Determinante mit A.

Regel 4: Eine Determinante wird mit einem Skalar A multipliziert, indem man die Ele-
mente einer beliebigen Zeile (oder Spalte) mit 4 multipliziert.

Regel 5: Besitzen die Elemente einer Zeile (oder Spalte) einen gemeinsamen Faktor A,
so darf dieser vor die Determinante gezogen werden.



Regel 6: Fine Determinante besitzt den Wert Null, wenn sie eine der folgenden Bedin-
gungen erfillt:

1. Alle Elemente einer Zeile (oder Spalte) sind Null.

2. Zwei Zeilen (oder Spalten) sind gleich.

3. Zwei Zeilen (oder Spalten) sind zueinander proportional.

4, Eine Zeile (oder Spalte) ist als Linearkombination der iibrigen Zeilen (bzw.
Spalten) darstellbar.

Regel 7: Der Wert einer Determinante éndert sich nicht, wenn man zu einer Zeile (oder
Spalte) ein beliebiges Vielfaches einer anderen Zeile (bzw. anderen Spalte)
addiert..

Regel 8: Fiir zwei n-reihige Matrizen A und B gilt das Multiplikationstheorem:

Das heiBt die Determinante eines Matrizenproduktes A - B ist gleich dem
Produkt der Determinanten der beiden Faktoren A und B.

Regel 9: Die Determinante einer n-reihigen Dreiecksmatrix A besitzt den Wert

Das heifit die Determinante einer Dreiecksmatrix ist gleich dem Produkt der
Hauptdiagonalelemente.

Regel 10: Fiir die Determinante der inversen Matrix von A gilt:

g
ct e

| Beispiel

4 -2 5 1 0 3
Mit A = (1 3 7) und B = (1 2 5) berechnen wir die Determinante des Matrizenpro-
o 1 2 4 -1 8

dukt A - B unter Verwendung des Multiplikationstheorems (Regel 8):

4 =2 5/ |1 o0 3
det (A - B) = (detA) - (detB) = |1 3 7|-[1 2 5|=5.(=6)=-30
0 1 2| |4 -1 8
5 -6



2.6 Regeln zur praktischen Berechnung einer n-reihigen Determinante

2.6.1 Elementare Umformungen einer n-reihigen Determinante

Der Wert einer n-reihigen Determinante dndert sich nicht, wenn man eine der nachfolgen-
den elementaren Umformungen vornimmt:

L.

Ein den Elementen einer Zeile (oder Spalte) gemeinsamer Faktor A darf vor die Deter-
minante gezogen werden (Regel 5).

. Zu einer Zeile (oder Spalte) darf ein beliebiges Vielfaches einer anderen Zeile (bzw.

anderen Spalte) addiert werden (Regel 7).

. Zwei Zeilen (oder Spalten) diirfen miteinander vertauscht werden, wenn man zugleich

das Vorzeichen der Determinante dndert (Folgerung aus Regel 2).

2.6.2 Reduzierung und Berechnung einer n-reihigen Determinante

Die Berechnung einer n-reihigen Determinante erfolgt fir n > 3 nach dem folgenden
Schema:

1.

Mit Hilfe elementarer Umformungen werden zunichst die Elemente einer Zeile (oder
Spalte) bis auf ein Element zu Null gemacht.

Dann wird die n-reihige Determinante nach den Elementen dieser Zeile (oder Spalte)
entwickelt. Man erhilt genau eine (n — 1)-reihige Unterdeterminante.

Das unter 1. und 2. beschriebene Verfahren wird nun auf die (n — 1)-reihige Unterde-
terminante angewandt und fiihrt zu einer (n — 2)-reihigen Unterdeterminante. Durch
wiederholte Reduzierung gelangt man schlieBlich zu einer einzigen 3-reihigen Determi-
nante, deren Wert dann nach der Regel von Sarrus berechnet wird.

Hinweis: Um in einer Zeile (bzw. Spalte) Nullen zu erzeugen, sind Spalten (bzw. Zeilen)

Zu addieren.

Beispiel

1 4 3 2

2 1 -1 -1
-3 2 2 =2
-1 =5 -4 1
Sformungen auf eine 3-reihige Determinante zuriickfilhren: Wir addieren zur zweiten, dritten und vierten Zeile
der Reihe nach das (— 2)-fache, 3-fache bzw. 1-fache der 1. Zeile und entwickeln die Determinante anschlie-
Bend nach den Elementen der I. Spalte:

Die 4-reihige Determinante det A = 148t sich wie folgt mit Hilfe elementarer Um-

R
det A = 0 14 11 4 =1- _1411 _1} g =1-78="178
0 -1 -1 3
78

Die Berechnung der 3-reihigen Determinante erfolgte dabei nach der Regel von Sarrus.



3 Lineare Gleichungssysteme

3.1 Grundbegriffe

3.1.1 Definition eines linearen Gleichungssystems

Ein aus m linearen Gleichungen mit n Unbekannten x;, x;, ..., x, bestehendes System

Am1X] t GmaXy + ...+ AupXn = Op

heit lineares Gleichungssystem oder lineares (m, n)-System.

Bezeichnungen

A: Koeffizientenmatrix des Systems
x: Losungsvektor
¢: Spaltenvektor aus den absoluten Gliedern des Systems

an a2 ... din X1 C1

ang a co. Qg X2 ()]
A = . . , X = , =

Am1 Am2 .- dmn Xn Cm

Erweiterte Koeffizientenmatrix (A | c)

an agn s Aln C1
any 755 Ty Arn C2
(Ale) =
A w2 .. Qgn Cm
L. ~~ 7 N s
A c

Die erweiterte Koeffizientenmatrix (A | ¢) spielt eine entscheidende Rolle bei der Unter-
suchung des Ldsungsverhaltens eines linearen (m, n)-Systems (sieche VIL3.2).

3.1.2 Spezielle lineare Gleichungssysteme

Homogenes System: Ax =0 (alle ¢; =0, d.h. ¢ =0)
Inhomogenes System: A X = c¢ (nichtalle ¢; = 0, d.h. ¢ # 0)
Quadratisches System: m = n  (auch (n, n)-System genannt)



3.2 Losungsverhalten eines linearen (i, n)-Gleichungssystems

3.2.1 Kriterium fiir die Losbarkeit eines linearen (m, n)-Systems A x=c

Il
~

Re () = Re (] o

Bei einem homogenen System Ax = 0 ist die Losbarkeitsbedingung immer erfiillt. Ein
homogenes System ist daher stets 10sbar.

3.2.2 Losungsmenge eines linearen (in, n)-Systems Ax=c¢

Lineares (m, n)-System
Ax=c

Rg(A) =Rg(Afe) =1 Rg (A) # Rg(A]c)

v 1
v Y Y

r=n r< H Keine Losung
Genau eine Unendlich viele
Losung Losungen mit
n — r Parametern

Der im Schema durch den gestrichelten Weg angedeutete Fall kann nur fiir ein inhomoge-
nes System eintreten (ein homogenes System ist stets 16sbar). Im einzelnen gilt somit:

Homﬂgehes lineares (m, n)-Gleichungssystem A x=10

Das homogene System besitzt entweder genau eine Losung, niamlich die triviale Losung
x = 0, oder unendlich viele Losungen (darunter die triviale Losung).

Inhomogenes lineares (m, n)-Gleichungssystem A x=c (c# 0)

Das inhomogene System besitzt entweder genau eine Losung oder unendlzck Vlele Lo—f:
sungen oder keine Losung.

| | Beispiele
() Wir priifen, ob das inhomogene lineare (2,3)-System
x = 2 =1
X+ x —4x; =8

16sbar ist.



@

Dazu bestimmen wir den Rang der Matrizen A und (A | ¢) mit Hilfe elementarer Umformungen:

12 11 12 1|1
(AM*(l 1—4}8)—21 - (0 3 —5\7)

—/—_'I-u—f
A c

Die Matrizen (A | ¢) und A besitzen jetzt Trapezform. Es ist Rg (A) = Rg (A | ¢) = 2. Das Glei-
chungssystem ist somit losbar. Wegen n — r = 3.— 2 = 1 erhalten wir unendlich viele Losungen
mit einem Parameter.

Wir zeigen, dal das inhomogene lineare (3,2)-System

530 ()

nicht 10sbar ist:

wn

1 2 4 1 2 4 1 2 4
(Ale)=1(5 9 91-52, = 0 -1 | -11 = 0 —1] —11
(2 -3 10) —27 (0 -7 18) —-77 (0 0 59)
—_—— =
A c

Die Matrizen (A |¢) und A besitzen jetzt Trapezform. Es ist Rg (A) = 2, Rg(A|¢) = 3 und
somit Rg (A) # Rg (A | c¢). Das lincare Gleichungssystem ist daher nicht 15sbar.
|

3.3 Losungsverhalten eines quadratischen linearen Gleichungssystems

Fiir den Spezialfall eines quadratischen (n, n)-Systems gilt das folgende Kriterium fiir die
Losbarkeit und Losungsmenge:

Keine Losung

Ein homogenes lineares (n, n)-System Ax = 0 ist stets 1osbar. Fiir det A # O erhilt
man als einzige Losung die friviale Losung x = 0, im Falle det A = 0 besitzt das
homogene System unendlich viele Losungen mit n — r Parametern. Der durch den gestri-
chelten Weg angedeutete Fall kann nur fiir ein inhomogenes System eintreten.

10



] Beispiel

X — 2X2 + x3 = 6 1 -2 1
2x1+ x» — x3 = =3 = detA — 2 1 —-1|=2
—x1 —4x +3x = 14 -1 -4 3

Das vorliegende quadratische lineare Gleichungssystem besitzt wegen det A = 2 # 0 eine regulire Koeffi-
zientenmatrix A und somit genau eine Losung.

3.4 Losungsverfahren fiir ein lineares Gleichungssystem nach Gauf3
(GauBscher Algorithmus)

3.4.1 Aquivalente Umformungen eines linearen (m, n)-Systems

Umformungen, die die Lisungsmenge eines linearen (m, n)-Systems nicht veréndern, hei-
Ben dquivalente Umformungen. Zu ihnen gehdren:

1. Zwei Gleichungen diirfen miteinander vertauscht werden.

2. Jede Gleichung darf mit einer beliebigen von Null verschiedenen Zahl multipliziert oder
durch eine solche Zahl dividiert werden.

3. Zu jeder Gleichung darf ein beliebiges Vielfaches einer anderen Gleichung addiert wer-
den.

3.4.2 GauBscher Algorithmus

Ein lineares (m, n)-Gleichungssystem Ax = ¢ 1Bt sich stets mit Hilfe ciquivalenter Um-
formungen in ein dquivalentes gestaffeltes Gleichungssystem A *x = ¢™ vom Typ

* - =x= . g e -
anXpt+apX +...+aX +ai b4t et Ainky =

anx + ... tarX tare 1 Xyt koo ’I‘ AopnXp —

o e -
Ak t A1 Xegl o

iiberfiihren (aj; # 0 fir i = 1,2, ..., r). Es ist dann und nur dann lésbar, wenn
crii =criy = ... =c), =0 ist. Im Falle der Lisharkeit erhilt man somit ein gestaf-
feltes Gleichungssystem mit r Gleichungen und n Unbekannten, das sukzessiv von unten
nach oben geldst werden kann.

11



Dabei sind noch zwei Fille zu unterscheiden :

1.Fall: r=n

Das gestaffelte System besteht aus n Gleichungen mit n Unbekannten und besitzt genau
eine Losung.

2.Fall: r<n

Das gestaffelte System enthilt weniger Gleichungen (r) als Unbekannte (n). Daher sind
n — r der Unbekannten, z. B. x, 1, X, 42, ..., x,, frei wdihibare GroBen (Parameter).
Man erhilt dann unendlich viele Losungen mit n — r Parametern.

Beschreibung des Eliminationsverfahrens von Gauf}

1.

Im 1. Rechenschritt wird z. B. die Unbekannte x; eliminiert, indem man zur i-ten Glei-
chung das —(a;i/aip)-fache der 1.Gleichung addiert (a;y # 0; i = 2,3,..., m).
Bei der Addition verschwindet dann jeweils x;.

. Das unter 1. beschriebene Verfahren wird jetzt auf das reduzierte Gleichungssystem,

bestehend aus m — 1 Gleichungen mit den n — | Unbekannten x;, x3,..., x,, an-
gewandt. Dadurch wird die nachste Unbekannte (z. B. x;) eliminiert (Voraussetzung:
ay # 0). Nach insgesamt m — 1 Schritten bleibt eine Gleichung mit einer oder meh-
reren Unbekannten librig.

. Die Eliminationsgleichungen bilden dann zusammen mit der letzten Gleichung ein ge-

staffeltes lineares Gleichungssystem, aus dem sich die Unbekannten sukzessiv von unten
nach oben berechnen lassen.

Sollte bei einem Schritt die weiter oben genannte Voraussetzung (Diagonalelement
# 0) nichr erfiillt sein, so muB eine Zeilenvertauschung vorgenommen werden, um zu
einem von Null verschiedenen Pivotelement zu gelangen. Der Prozef endet, wenn eine
solche Vertauschung nicht mehr moglich ist.

Anmerkungen

M
)

Es spielt keine Rolle, in welcher Reihenfolge die Unbekannten eliminiert werden.

Den dqguivalenten Umformungen eines linearen Gleichungssystems AX = ¢ entspre-
chen in der Matrizendarstellung elementare Zeilenumformungen in der erweiterten
Koeffizientenmatrix (A | ¢). Damit ergibt sich der folgende Lisungsweg:

1. Zunichst wird die erweiterte Koeffizientenmatrix (A | ¢) mit Hilfe elementarer
Zeilenumformungen in die Trapezform (A ™ |c¢™) gebracht (dies ist im Falle der
Losbarkeit stets moglich).

2. Anschliefend wird das dquivalente gestaffelte System A *x = ¢* sukzessiv von
unten nach oben gelost.

12



Beispiele

)

@

Wir 16sen da lineare (3,3)-Gleichungssystem
X1 —2x + x3= 6
2x1 4+ xp — x3 = =3

—x1 —4x + 3 = 14

mit Hilfe des Gaufschen Algorithmus. Das System besitzt wegen det A = 2 # 0 genau eine Lo-
sung. Wir verwenden hier das ,elementare” Rechenschema mit Zeilensummenprobe (E: eliminierte

Gleichung; c;: Absolutglied; s;: Zeilensumme):

X) X X3 Ci i
6
-1
-12
-1 —4 3 14 12
1 -2 1 6 6
5 8
-6 18
1,2 - E; 6 —15,6
S 5
Gestaffeltes System
Xt —2xm 4+ x3 = 6 = x =1
S5x, — 3x3=-15 = x2=OT
0d4x3 = 2 = x = 5T
Losung: x; =1, x; = 0, x5 =5

Ist das homogene lineare (4,3)-Gleichungssystem
n+ »n+2x=0
x — x3=20
3x) +4x +5x3 =0
3x +5x +4x; =0

nicht-trivial 16sbar?

Zunichst bringen wir die Koeffizientenmatrix A auf Trapezform:

11 2 11 2
01 -1 01 -1
A=l3 4 :§§1¢01—1
35 4 ! 02 -2

- 2
-

Die grau unterlegten Zeilen
bilden das gesuchte gestaffelte
System.

=

SO O~

OO = =

2
-1

8 i] Nullzeilen

Esist r = Rg(A) =2, n =3, d. h. r < n. Das homogene System ist somit nicht-trivial 16sbar.

Das gestaffelte Gleichungssystem
X3 +x+2x3=0

Xy — X3:0

wird gelost durch  x; = =34, x, =1, x3 =21 (x3 wurde als Parameter gewihlt; 1 € R).

13



3.5 Cramersche Regel

Ein quadratisches lineares (n, n)-Gleichungssystem Ax = ¢ mit regulirer Koeffizienten-
matrix A besitzt die eindeutig bestimmte Losung

(Cramersche Regel; nur fiir kleines n praktikabel).

D: Koeffizientendeterminante (D = det A # 0)

D;: Hilfsdeterminante, die aus D hervorgeht, indem man die i-te Spalte durch die Abso-
lutglieder ¢y, c2, ..., ¢, des Gleichungsystems ersetzt.

| Beispiel
Das quadratische lineare Gleichungssystem
21 + x4+ x = 2
X — X 4+ 3x = =7
Sx1 4+ 2x +4x3 = 1

besitzt eine reguldre Koeffizientenmatrix A und ist somit eindeutig 16sbar:

2 11
D=detA =|1 -1 3|=-2#0
S 2 4

Berechnung der bendtigten Hilfsdeterminanten:

2 11 2 2 1 2
Di=|-7 -1 3|=-2, Dy=|1 -7 3|=—-4 Dy=1|1 -1 —7|=4
1 2 4 1 4 1
Dy =2 D 4 D 4
Losung : xlfﬁl:—zzl, x2:327—2:2, xz:ﬁzj:fZ
]
3.6 Lineare Unabhéngigkeit von Vektoren
n Vektoren aj, a,, ..., a, aus dem m-dimensionalen Raum RR"™ heillen linear unabhdin-
gig, wenn die lineare Vektorgleichung
Ara; + Aray + ... + 4,4, =0
nur fir 4y = A4, = ... = 4, = 0 erfiillt werden kann. Verschwinden jedoch nicht alle

Koeffizienten in dieser Gleichung, so heiflen die Vektoren linear abhdngig. Im Falle der
linearen Abhingigkeit gibt es also mindestens einen von Null verschiedenen Koeffizienten.

Enthélt das Vektorsystem aj, a,, ..., a, den Nullvektor oder zwei gleiche (oder kollineare)
Vektoren oder ist mindestens einer der Vektoren als Linearkombination der tibrigen dar-
stellbar, so sind die Vektoren linear abhdngig.

14



Kriterium fiir linear unabhingige Vektoren

Die n Vektoren aj, ap, ..., a, des Raumes R™ werden zu einer Matrix A vom Typ
(m, n) zusammengefaBt. Der Rang r dieser Matrix entscheidet dann dariiber, ob die Vek-
toren linear unabhdngig sind oder nicht. Es gilt:

r=n = linear unabhingig : |

b

< n = linear abhédngig

Ist A quadratisch, d. h. liegen n Vektoren des R" vor, so gelten folgende Aussagen:

(1) A ist regulir,d. h. det A # ()_' = linear unabhiingig
(2) A ist singuldr,d.h. detA =0 = linear abhingig

(3) Im RR" gibt es maximal n linear unabhidngige Vektoren.

| Beispiel
1 2 4 1 2 4
a = 0 a — 1 y a; = = A= 0 1 1
1 3 1 31
1 2 4
detA = |0 1 1|=—-4#0 = A istregulir
1 3 1

Die drei Vektoren sind daher linear unabhiingig.
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5.1 Eigenwerte und Eigenvektoren einer quadratischen Matrix

Ist A eine n-reihige (reelle oder komplexe) Matrix und E die n-reihige Einheitsmatrix,
so wird durch die Matrizengleichung

Ax - ix -‘-’:Qdcr"" (A — }.-E)k -0

ein sog. n-dimensionales Eigenwertproblem beschrieben. Diese auch als Eigenwertglei-
chung bezeichnete Gleichung reprisentiert ein homogenes lineares Gleichungssystem mit
dem noch unbekannten Parameter A.

Bezeichnungen

A% Eigenwert der Matrix A
x # 0: Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert A
A — AE: Charakteristische Matrix von A

15



Die Eigenwerte und Eigenvektoren lassen sich schrittweise wie folgt berechnen:

1. Die Eigenwerte sind die Losungen der sog. charakteristischen Gleichung
det (A — AE) = 0 _
(él~ge‘braische Gleichuﬁg n-ten Grades mit n Losungen Ao ds, ?gn).

2. Der zum Eigenwert '/'1',- gehorende Eigenvektor x; ergibt sich als Losungsvektor des
homogenen linearen Gleichungssystems

(A—/L'E)X,‘IO (i=1,2,“.,n)

Er wird iiblicherweise in der normierten Form angegeben. (Bei einem mehifachen
- Eigenwert konnen auch mehrere Eigenvektoren auftreten, siche weiter unten).

Die Eigenwerte der Matrix A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
p(A) = det (A — AE).

Die Eigenwerte und Eigenvektoren besitzen die folgenden Eigenschaften:

L Dic Spur der Matrix. A st gleich der. Summe aller Ei.genwerte:
Sp(A) =4 + A+ ... + 4,
2. D_ie Determinante von A ist gleich dem Produkt aller Eigenwerte:
. detA = /111125...‘ Vit

3. Sind alle Eigenwerte voneinander verschieden, so gehort zu jedem Eigenwert ein
Eigenvektor, der bis auf einen (beliebigen) konstanten Faktor eindeutig bestimmt
ist. Die n Eigenvektoren werden iiblicherweise normiert und sind linear unab-

 hdngig. '

4. Tritt ein Eigenwert dagegen k-fach auf, so gehoren hierzu mindestens ein, hichstens
aber k linear unabhiingige Eigenvektoren.

5. Die zu verschiedenen Eigenwerten gehorenden Eigenvektoren sind immer linear un-
abhdngig.

| Beispiel

A = (_% 72) Wie lauten die Eigenwerte und Eigenvektoren dieser Matrix?

Charakteristische Matrix:

- -5 1 0\ _(-2-4 -5
A‘”‘(l 4)"1(0 1)_( ] 47,1)

Charakteristische Gleichung mit Losungen:

-2-1 =5

det (A — AE) = L i

’:(—2—/1)(4—,l)+5=

=12—2/1*3:O = A]IAI, /1223

16



Eigenwerte der Matrix A: 4, = —1, Ay =3

Berechnung des Eigenvektors zum Eigenwert A, = —1:

A-4LE)x=A+Ex=0

-1 -5 X _ 0 ader =X = 5)62 =0
1 5 X2 - 0 X1 + SXZ =0
Losung (bitte nachrechnen): x; = —5a, X2 = a (x € R)
Normierter Ei ekt X : <_5)
rm rgenvekior: = —
8 1 \/% 1
Analog wird der (normierte) Eigenvektor zum Eigenwert 4, = 3 bestimmt: X, = % (_: )
Ergebnis: Das 2-dimensionale Eigenwertproblem fiihrt zu zwei verschiedenen Eigenwerten 4; = —1 und
Ay = 3, die zugehorigen Eigenvektoren X; und X; sind daher linear unabhdingig.
n
5.2 Eigenwerte und Eigenvektoren spezieller n-reihiger Matrizen
Bei einer Diagonal- bzw. Dreiecksmatrix
Die Eigenwerte sind identisch mit den Hauptdiagonalelementen: A; = a;; (i = 1,2, ..., n)

Bei einer symmetrischen Matrix

Die Eigenwerte und Eigenvektoren einer n-reihigen symmetrischen Matrix A besitzen die
folgenden Eigenschaften:

1. Alle n Eigenwerte sind reell. ; _
2. Es gibt insgeéamt genau n linear unabhc’ingige.Eigenvektorcn.

3. Zu jedem einﬁzchen Eigenwert gehort genau ein linear unabhéngiger Eigenvektor, zu
jedem k-fachen Eigenwert dagegen genau k linear unabhiingige Eigenvektoren.

4. Eigenvektoren, die zu verschiedenen Eigenwerten gehoren, sind orthogonal.

Bei einer hermiteschen Matrix

Die Eigenwerte und Eigenvektoren einer n-reihigen hermiteschen Matrix A besitzen die
folgenden Eigenschaften:

1. Alle n Eigenwerte sind reell.
2. Es gibt insgesamt genau n linear unabhdngige Eigenvektoren.

3. Zu jedem einfachen Eigenwert gehort genau ein linear unabhingiger Eigenvektor, zu
jedem k-fachen Eigenwert dagegen stets k linear unabhingige Eigenvektoren.
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Aufgaben zur Matrizenrechnung

1 2 1
Gegeben seinen folgende drei Vektoren a=|2|, b=|1]|, e¢=|1].
3 3 1

Uberpriifung der linearen Unabhangigkeit dieser Vektoren: det[a,b,c];t 0

1 21
det|2 1 1{#07? det =3, das heilt, dass die Vektoren linear unabhangig sind.
3 31
2
a’b=[l 2 3]|1|=2+2+9=13
3

1 213
ab"=A=[2|2 1 3]=4 2 6
3 6 39

Diese Matrix ist nicht invertierbar, da
die Zeilen Vielfache voneinander sind.

detA=36+36+36-36-36-36=0 Deshalb ist die Determinante gleich
Null, d.h. die Matrix ist singular.

Die Berechnung der Determinante erfolgt nach dem Entwicklungssatz (Schachbrettregel fiur die
Vorzeichen beachten) oder fir dreireihige Matrizen nach der Regel von SARRUS.

Definieren wir nun eine regulare Matrix.

—_— W
— NN

1 31 3
B=(2 2 1 Die transponierte Matrix ist B’ = 1 |, Zeilen und Spalten sind getauscht.
31 2 2

detB=4+9+2-6-12-1=-4, das heillt die Matrix ist regular und kann invertiert werden.

35 1

3 -5 1 4 4 4

SRR T S U 0 A A

detB 4 4 4

-4 8 -4 4 8 4

4 4 4
100

Esgilt BB'=1=|0 1 0|=diag[ll 1 1] Das sollten Sie tiberpriifen!

00 1

(Berechnen Sie zur Ubung B-a und A-B).)

Quadratische Matrizen lassen sich in einen symmetrischen und antimetrischen Anteil aufspalten. Es
git B=B,,, +B

sym asym *

18



12
2
1 ry |5
Bsym :E(B'FB ): 3 2 1
2 1 2
0o L 4
1 1 2 Der asymmetrische Anteil ist spurfrei.
B m = (B—BT)_ -— 0 0 Die Spur der Matrix ist die Summe der
12 0 0 Hauptdiagonalelemente.

Sp(B): 55 Sp(Bsym): 55 Sp(Basym): 0

Ein lineares Gleichungssystem in Vektor-Matrix-Schreibweise hat die Form B-x=b. Es muss nach
dem Vektor der Unbekannten x umgestellt werden. (Es kann nicht durch B dividiert werden!)

10
Fir das Gleichungssystem B™'y =a ergibt sich demnach y=B-a=| 9
11

Berechnung von Eigenwerten, Eigenvektoren (Eigenrichtungen) und Invarianten von Matrizen
Gegeben sei das folgende homogene Gleichungssystem (speziellen EWP).

(B-AT)z=0
Zuerst werden die Eigenwerte der Matrix berechnet, danach die zu diesen Eigenwerten gehérenden

Eigenrichtungen (Anwendungen in der Technik sind z.B. die Berechnung der Hauptspannungen und
ihrer Richtungen).

(1-1) 3 1
Die Eigenwerte ergeben sich aus det(B—AI)=0=detf 2 (2-1) 1
3 1 (2-2)
Dies flihrt auf die charakteristische Gleichung
(1-1) 3 1
0=detf 2 (2-1) 1
3 1 (2-2)
=(1-2)2-2)2-2)+9+2-(1-1)-6(2-2)-3(2- 1)
=1 =522 -2)+4

=2 -1+ L1,

mit den Invarianten der Matrix 7, = sp(B)=5, I, :%((spB)2 —sp(BZ)):—z , Iy=detB=—4.
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Die Gleichung 3. Grades hat die Loésungen A, =5,236, A, =-1, 1, =0,764 .
Berechnung des Eigenvektors (Eigenrichtung) zu A,. Das homogene Gleichungssystem kann geldst
werden, wenn eine Vektorkomponente vorgegeben wird.

[1-(-1) 1 Jz,]| [0
2-(=1) 1 |zp|=]0

| 3 1 2-(=1)|zys]| |0

(2 3 1] z,]| [0

2 3 1|zy|=0

13 1 3]z [0

Es wird gewéhlt z,, =1, dann folgt z,, =-0,375, z,; =—-0,875.
Der Eigenvektor z kann auf den Betrag 1 normiert werden.

Z ormiert =é! |Z|: NZ-Z , |Zz|=1,3807

0,532 0,724 -0,283
Die drei Eigenvektoren sind dann z, ={ 0,532 |, z, =|-0,272 |,z =| - 0,283 .
0,658 —-0,634 0916

Gauss-Algorithmus

Gegeben sei wiederum das lineare Gleichungssystem B-x=b, x=|y]|.
z

Ix+3y+1z=2

2x+2y+1z=1

3x+1ly+2z=3

Die quadratische Koeffizientenmatrix wird schrittweise in eine Dreiecksmatrix umgeformt.

X y b4 rechte Seite
1 3 1 2 1)
Stufe 1 -1 -1 -0,5 -0,5 2) *(-0,5)
-1 -0,33333333 -0,66666667 -1 3) *(-0,3333)
1 3 1 2 1)
neues System 0 2 0,5 1,5 2a) 1)+2)
0 2,66666667 0,33333333 1 3a) 1)+3)
1 3 1 2 1)
Stufe 2 0 2 0,5 1,5 2a)
0 -2 -0,25 -0,75 3b) 3a)*(-0,75)
1 3 1 2 1)
neues System 0 2 0,5 1,5 2a)
0 0 0,25 0,75 3c) 2a)+3b)

Nun I&sst sich zuerst z und dann durch Rickwartseinsetzen y und x berechnen.
Die Ergebnisse sindz=3,y=0,x=-1 (wie schon oben gesehen).
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Herleitung der CRAMERschen Regel

Vektorielle Darstellung eines linearen Gleichungssystems: a-x+b-y+c-z=d
Wir multiplizieren mit den Vektoren b und c.

(axb)x+ (b><b) y+(c><b)z=(dxb)
—
=0, da Vektoren parallel
(axb-c)x+ (cxb-c) z:(dxb-c)
=0,da (exb)Le
_dxb-c_&
“axb-c D

X

In Analogie gilt dies auch fir y und z.

axb-c¢ ist das Spatprodukt (gemischtes Vektorprodukt).
a b ¢
axb-c=|a, b, c¢)|=D

a3 by o
Wenden wir dies nun auf ein Gleichungssystem an.
Gegeben sei wiederum das lineare Gleichungssystem B-x=b, x=

Ix+3y+1z=2
2x+2y+1z=1
3x+1ly+2z=3

Es wird jeweils eine Spalte in der Determinante der Koeffizientenmatrix durch die rechte Seite des
Gleichungssystem ersetzt.

1 3 1
D=2 2 1|=-4
31 2

2 3 1
D=1 2 1|=4
31 2
1 21
D,=2 1 1|=0
3 3 2
1 3 2
Dy=2 2 1|=-12
1 3
x=—t=-1, y=&=0, z—&=3
D D

Lésen des Gleichungssystems mit Matrizenoperationen

B-x=b

B! B-x=x=B"''b
1
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2305 1
1 31 4 4 4
13:221,13—‘_l 1
4 4 4
312 1 -2 1

2
B! b=x 1
3

35 -l
4 4 4 -1
11 11,

4 4 4
1 -2 1 3

Das Schema von FALK dient der Ubersichtlichen Multiplikation von Vektoren und Matrizen. Es lasst
sich hier leicht erkennen, ob die Multiplikation Uberhaupt mdglich ist. Dazu muss die Spaltenanzahl
des ersten Faktors mit der Zeilenanzahl des zweiten Faktors tbereinstimmen. Die zu multiplizierenden
Faktoren missen also nicht quadratische Form haben.

1

B-a 2
3
1 3 1 1+6+3=10
2 21 2+4+3=9
31 2 3+2+6=11
1 3 1
a-B 2 2 1
31 2

2 [nicht mé'glich]

1 3 1
T
a B 221 Der Vektor ist ein Spezialfall einer Matrix.
31 2
[ 2 3] [14 10 9]
1 3 1 2 1 3
A-B 2 21 B-A 4 2 6
1 2
3 639 also: A-B#B-A
2 1 3] |13 11 9 1 3 1| (20 10 30
4 2 6 26 22 18 2 2 1| |18 9 27
6 3 9 39 33 27 31 2 22 11 33
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spezielle Matrizen
orthogonale Matrix, hat die Determinante 1

Transformation eines Koordinatensystems ~ u = A I

&~ &
neues KS  Transformationsmatrix altes KS

cos((p) sin((p) 0
A=|-sin(p) cos(p) 0 oder A=
0 0 1

{ cos(p) Sin(q’)} C detA=1

—sin(p) cos(p)

Die Matrix ist regular (Determinante = 0) und orthogonal.

Die Matrix beschreibt die Drehung eines Koordinatensystems um die Achse 3.
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