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Aufgaben zur Matrizenrechnung 
 
 

Gegeben seinen folgende drei Vektoren   















=

3
2
1

a ,  















=

3
1
2

b ,  















=

1
1
1

c . 

 
Überprüfung der linearen Unabhängigkeit dieser Vektoren:  [ ] 0det ≠cba ,,  
 

?0
133
112
121

det ≠















 3det = , das heißt, dass die Vektoren linear unabhängig sind. 

 

[ ] 13922
3
1
2

321 =++=















=baT  

[ ]















=
















==

936
624
312

312
3
2
1

Aba T   

 
0363636363636det =−−−++=A  

 
 
Die Berechnung der Determinante erfolgt nach dem Entwicklungssatz (Schachbrettregel für die 
Vorzeichen beachten) oder für dreireihige Matrizen nach der Regel von SARRUS. 
 
Definieren wir nun eine reguläre Matrix. 
 
















=

213
122
131

B       Die transponierte Matrix ist  















=

211
123
321

TB , Zeilen und Spalten sind getauscht. 

 
41126294det −=−−−++=B , das heißt die Matrix ist regulär und kann invertiert werden. 
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1
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1

4
1
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4
3

484
111
153

det
11

B
B  

Es gilt [ ]111
100
010
001

1 diag=















==− IBB  Das sollten Sie überprüfen! 

 
(Berechnen Sie zur Übung aB ⋅  und BA ⋅ .) 
 
Quadratische Matrizen lassen sich in einen symmetrischen und antimetrischen Anteil aufspalten. Es 
gilt asymsym BBB += . 

Diese Matrix ist nicht invertierbar, da 
die Zeilen Vielfache voneinander sind. 
 
 
Deshalb ist die Determinante gleich 
Null, d.h. die Matrix ist singulär. 
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=+=

212
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5
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2
51

2
1 T

sym BBB  

( )























−

−

=−=

001

00
2
1

1
2
10

2
1 T

asym BBB   

 
( ) ( ) ( ) 0,5,5 === asymsym spspsp BBB  

 
Ein lineares Gleichungssystem in Vektor-Matrix-Schreibweise hat die Form bxB =⋅ . Es muss nach 
dem Vektor der Unbekannten x umgestellt werden. (Es kann nicht durch B dividiert werden!) 
 















−
=⋅=

⋅=⋅⋅

=⋅

−

−−

3
0
1

1

11

bBx

bBxBB

bxB

I
321  

 

Für das Gleichungssystem ayB =−1  ergibt sich demnach 















=⋅=

11
9

10
aBy . 

 
Berechnung von Eigenwerten, Eigenvektoren (Eigenrichtungen) und Invarianten von Matrizen 
Gegeben sei das folgende homogene Gleichungssystem (speziellen EWP). 
 
( ) 0zIB =− λ  
 
Zuerst werden die Eigenwerte der Matrix berechnet, danach die zu diesen Eigenwerten gehörenden 
Eigenrichtungen (Anwendungen in der Technik sind z.B. die Berechnung der Hauptspannungen und 
ihrer Richtungen). 
 

Die Eigenwerte ergeben sich aus  ( )
( )

( )
( )
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−

−
==−

λ
λ

λ
λ

213
122
131

detdet 0IB . 

Dies führt auf die charakteristische Gleichung 
 

( )
( )

( )
( )( )( ) ( ) ( ) ( )

32
2

1
3

23 425

2326129221
213

122
131

det

III −+−=

+−−=

−−−−−−++−−−=

















−
−
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=

λλλ

λλλ

λλλλλλ

λ
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λ
0

 

 

mit den Invarianten der Matrix ( ) 51 == BspI , ( ) ( )( ) 2
2
1 22

2 −=−= BB spspI , 4det3 −== BI . 

Der asymmetrische Anteil ist spurfrei. 
Die Spur der Matrix ist die Summe der 
Hauptdiagonalelemente. 
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Die Gleichung 3. Grades hat die Lösungen 236,51 =λ , 12 −=λ , 764,03 =λ . 
Berechnung des Eigenvektors (Eigenrichtung) zu 2λ . Das homogene Gleichungssystem kann gelöst 
werden, wenn eine Vektorkomponente vorgegeben wird. 
 

( )
( )

( )
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−−

−−

0
0
0

313
132
132

0
0
0

1213
1122
1311

23

22

21

23

22

21

z
z
z

z
z
z

 

 
Es wird gewählt 121 =z , dann folgt 375,022 −=z , 875,023 −=z .  
Der Eigenvektor z  kann auf den Betrag 1 normiert werden.   

z
zz =normiert , zzz ⋅= , 3807,12 =z  

Die drei Eigenvektoren sind dann 















=

658,0
532,0
532,0

1z , 
















−
−=

634,0
272,0

724,0

2z ,















−
−

=
916,0
283,0
283,0

3z . 

 
GAUSS-Algorithmus 

Gegeben sei wiederum das lineare Gleichungssystem 















==⋅

z
y
x

xbxB , . 

3213
1122
2131

=++
=++

=++

zyx
zyx
zyx

 

 
Die quadratische Koeffizientenmatrix wird schrittweise in eine Dreiecksmatrix umgeformt. 
 
 x y z rechte Seite    
        
 1 3 1 2  1)  
Stufe 1 -1 -1 -0,5 -0,5  2) *(-0,5)  
 -1 -0,33333333 -0,66666667 -1  3) *(-0,3333)  
        
 1 3 1 2  1)  
neues System 0 2 0,5 1,5  2a) 1)+2) 
 0 2,66666667 0,33333333 1  3a) 1)+3) 
        
 1 3 1 2  1)  
Stufe 2 0 2 0,5 1,5  2a)  
 0 -2 -0,25 -0,75  3b) 3a)*(-0,75) 
        
 1 3 1 2  1)  
neues System 0 2 0,5 1,5  2a)  
 0 0 0,25 0,75  3c) 2a)+3b) 
 
 
Nun lässt sich zuerst z und dann durch Rückwärtseinsetzen y und x berechnen. 
Die Ergebnisse sind 1,0,3 −=== xyz  (wie schon oben gesehen). 
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Herleitung der CRAMERschen Regel 
 
Vektorielle Darstellung eines linearen Gleichungssystems:   dcba =⋅+⋅+⋅ zyx  
Wir multiplizieren mit den Vektoren b und c. 
 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

D
Dx

zx

zyx

1

 da 0,

parallelVektoren  da 0,

=
⋅×
⋅×

=

⋅×=⋅×+⋅×

×=×+×+×

⊥×=

=

cba
cbd

cbdcbccba

bdbcbbba

cbc
43421

321

 

 
In Analogie gilt dies auch für y und z. 
 

cba ⋅×  ist das Spatprodukt (gemischtes Vektorprodukt). 

D
cba
cba
cba

==⋅×

333

222

111

cba  

 
Wenden wir dies nun auf ein Gleichungssystem an. 

Gegeben sei wiederum das lineare Gleichungssystem 















==⋅

z
y
x

xbxB , . 

3213
1122
2131

=++
=++

=++

zyx
zyx
zyx

 

 
Es wird jeweils eine Spalte in der Determinante der Koeffizientenmatrix durch die rechte Seite des 
Gleichungssystem ersetzt. 
 

12
313
122
231

0
233
112
121

4
213
121
132

4
213
122
131

3

2

1

−==

==

==

−==

D

D

D

D

 

 

11 −==
D
Dx , 02 ==

D
Dy , 33 ==

D
Dz  

 
Lösen des Gleichungssystems mit Matrizenoperationen 
 

bBxxBB

bxB

I
⋅==⋅⋅

=⋅
−− 11

321
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Die Multiplikation erfolgt zweckmäßig mit dem FALKschen Schema 
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−

−
−
















=⋅−

3
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1

121
4
1

4
1

4
1

4
1

4
5

4
3

3
1
2

1 xbB

 

 
 
Das Schema von FALK dient der übersichtlichen Multiplikation von Vektoren und Matrizen. Es lässt 
sich hier leicht erkennen, ob die Multiplikation überhaupt möglich ist. Dazu muss die Spaltenanzahl 
des ersten Faktors mit der Zeilenanzahl des zweiten Faktors übereinstimmen. Die zu multiplizierenden 
Faktoren müssen also nicht quadratische Form haben. 
 

















=++
=++

=++
































⋅

11623
9342

10361

213
122
131

3
2
1

aB

 

 

[ ]möglichnicht































⋅

3
2
1

213
122
131

Ba

 

 

[ ] [ ]91014321
213
122
131
















⋅BaT

  Der Vektor ist ein Spezialfall einer Matrix. 

 
















































⋅

273339
182226
91113

936
624
312

213
122
131

BA

  
















































⋅

331122
27918
301020

213
122
131

936
624
312

AB

 also: ABBA ⋅≠⋅  
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spezielle Matrizen 
 
orthogonale Matrix, hat die Determinante 1 
 
Transformation eines Koordinatensystems  { { {

KSaltesxtionsmatriTransformaKSneues
xAu ⋅=  

 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )






−

=















−=

ϕϕ
ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

100
0cossin
0sincos

AA oder , 1det =A  

 
Die Matrix ist regulär (Determinante ≠ 0) und orthogonal. 
 
Die Matrix beschreibt die Drehung eines Koordinatensystems um die Achse 3. 
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