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Beispielaufgaben zur Integration von Funktionen mit einer 
Variablen  
 
bestimmte Integrale 
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unbestimmte Integrale, Integrationsmethoden 
 
Suche nach einer geeigneten Substitution die zu einer Vereinfachung des Integrals 
führt, im Idealfall auf ein „Grundintegral“. Hinweise zu geeigneten Substitutionen 
findet man in vielen Nachschlagewerken. Bei der unbestimmten Integration gibt es 
immer eine Integrationskonstante die aus weiteren Bedingungen zu bestimmen ist. 
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( ) ( )dxxcosxsinI ∫=  
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Integration gebrochen rationaler Funktionen mit Partialbruchzerlegung 

⇒ wird hier nicht behandelt 
 
 
partielle Integration, Umkehrung der Produktregel der Differentiation  
 
( ) vuvuvu ′⋅+⋅′=′⋅   integrieren liefert ( ) ∫∫∫ ′⋅+⋅′=⋅=′⋅ vuvuvuvu  

Daraus ergibt sich die Rechenvorschrift  ∫∫ ′⋅−⋅=⋅′ vuvuvu   oder  ∫∫ ⋅′−⋅=′⋅ vuvuvu . 
Bei einer „ungeschickten“ Wahl von u und v’ kann sich das Problem verschlimmern. 
 

∫= dxexI x  
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 xx evev
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=′=
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19



 
CeexdxeexdxexI xxxxx +−=−== ∫∫ 1  

 
Variante 2 
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Es ist kein Grundintegral entstanden; das Problem ist so nicht lösbar. 
 

∫= dx)xcos(xI 2  
 
  

( ) ( ) ( ) dxxsinxxsinxdxxcosxI ∫∫ −== 222  
Es ist noch kein Grundintegral entstanden; es ist eine weitere partielle Integration 
erforderlich. 
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Es gibt Fälle, in denen nie ein Grundintegral entsteht. 
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Bei anderer Wahl von u und v’ ergibt sich  ( ) ( ) ( ) 2
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2
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Die Konstanten sind nicht unabhängig voneinander.  
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Bei Integration in festen Grenzen (bestimmtes Integral) ist  ( ) ( )
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Es entsteht bei der partiellen 
Integration das Ausgangsintegral. 
⇒ „Rücklaufintegral“ 
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Anwendungen der Integralrechnung 
 
 
Berechnung der Durchbiegung eines einseitig eingespannten Trägers der durch eine 
Kraft F am freien Trägerende belastet ist. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gegeben:  Kraft F 
  Balkenlänge l 
  Materialkonstante E  (Elastizitätsmodul) 
  Querschnittswert I  (axiales Flächenträgheitsmoment) 
 
Das Biegemoment im Träger in Abhängigkeit von der Koordinate x ist ( ) xFxMb −= . 
Es gilt die Differentialgleichung der Biegelinie  ( ) ( )xMxwEI b−=′′ . 
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Die bei der unbestimmten Integration entstandenen Konstanten müssen aus 
Ranbedingungen bestimmt werden. Das sind Aussagen geometrischer Art an 
bestimmten Stellen des Tragwerkes. 
In der Einspannung (Träger z.B. eingemauert) ist keine Verschiebung w  und keine 
Verdrehung w′  des Trägers möglich. 
 
Bedingungen: ( ) 0== lxw  Verschiebung 
   ( ) 0==′ lxw  Neigung der Tangente an den Träger 
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Mit einigen Zahlenwerten ergibt sich folgende Verformung: 
 
 
 

 
 
 

l 1 m⋅:=  
E 2.06 105

⋅
N

mm2
⋅:=  

F 1000 N⋅:=  
b 20 mm⋅:=  
h 40 mm⋅:=  

I
b h3

⋅

12
:=  I 1.06667 105

× mm4
=  

Biegemoment M b x( ) F− x⋅:=  

Verschiebung v x( )
F l3⋅

3 E⋅ I⋅
1
2

x
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3
⋅

3
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⋅:=  v 0 m⋅( ) 15.1699 mm=  

Verschiebung unter der Kraft 
x 0

l
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Verlauf des Biegemomentes Verlauf der Verschiebung 
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Freier Fall unter Berücksichtigung des Luftwiderstandes 
 
In diesem Fall gilt folgende Äquivalenzbeziehung für die Kräfte in vertikaler Richtung: 
 

2xkmgxm &&& −=↓      

Dabei ist 22

2
1 xAcxkF WW && ρ== .  Im einzelnen bedeuten: 

  
 
 
 
 
 
 
 
Damit ergibt sich folgende Differentialgleichung: 
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Nach Trennung der Variablen lässt sich diese DGL durch Integration lösen. 
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− 2
   

 
Wir erhalten als Lösung (z.B. aus Integraltafeln im Taschenbuch der Mathematik) 
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Die Integrationskonstante bestimmen wir aus der Anfangsbedingung ( ) 00 ==tv  zu 

01 =C . Diese Gleichung wird nach der Geschwindigkeit umgestellt. 
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Eine weitere Integration liefert den Fallweg. 
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Mit der Anfangsbedingung ( ) 00 ==tx  ergibt sich 02 =C . 
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Werden die Wirkungen des Luftwiderstandes vernachlässigt, gelten folgende 
Beziehungen bei homogenen Anfangsbedingungen: 
 

gx =&&   gtvx ==&   2

2
1 gtvtx ==  

 
Eine grafische Auswertung der Gleichungen zeigt, dass bei Berücksichtigung des 
Luftwiderstandes nach kurzer Zeit die Fallgeschwindigkeit (eines 
Fallschirmspringers) nur noch minimal ansteigt. 
 

 
k 0.3
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⋅:=  (Wert für einen Menschen) 
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g 9.81
m

s 2
⋅:=  
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Geschwindigkeiten zu ausgewählten 
Zeitpunkten: 

v 1 s⋅( ) 9.70445 m s -1=  v 1 s⋅( ) 34.93602 km h 1−⋅=  

v 2 s⋅( ) 18.80707 m s -1=  v 2 s⋅( ) 67.70547 km h 1−⋅=  

v 5 s⋅( ) 38.96823 m s -1=  v 5 s⋅( ) 140.28562 km h 1−⋅=  

v 10 s⋅( ) 51.41002 m s -1=  v 10 s⋅( ) 185.07608km h 1−⋅=  

v 20 s⋅( ) 54.17113ms -1=  v 20 s⋅( ) 195.01606km h 1−⋅=  

v 30 s⋅( ) 54.24732 m s -1=  v 30 s⋅( ) 195.29035km h 1−⋅=  
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